Une approche bayésienne non paramétrique
pour I’apprentissage d’un dictionnaire de taille adaptative

Hong-Phuong DANG, Pierre CHAINAIS

Ecole Centrale Lille, CRIStAL CNRS UMR 9189
CS 20048, 59651 Villeneuve d’Ascq, France

hong_phuong.dang@ec-1lille. fr,

pierre.chainais@ec-1ille.fr

Résumé — L apprentissage de dictionnaire pour la représentation parcimonieuse est maintenant bien connu dans le cadre de la résolution de
problemes inverses en traitement d’image. Généralement, le nombre d’atomes du dictionnaire est fixé a I’avance. Nous proposons une méthode
qui apprend automatiquement un dictionnaire de taille adaptée grice a un modele Bayésien non paramétrique de type Buffet Indien. Le niveau de
bruit est aussi estimé avec précision, de sorte que presqu’aucun réglage des parametres n’est nécessaire. Les résultats comparatifs de débruitage

illustrent la pertinence de la méthode proposée.

Abstract — Dictionary learning for sparse representation is well known in solving inverse problems in image processing. In general, the number
of dictionary atoms is fixed in advance. We propose a dictionary learning approach that automatically learns a dictionary of adapted size thanks
to a Bayesian non parametric approach : the Indian Buffet Process prior. The noise level is also accurately estimated so that nearly no parameter
tuning is needed. The denoising comparative results show the relevance of the proposed method.

1 Introduction

En traitement d’image, les problémes inverses (débruitage,
déconvolution, inpainting, ...) sont des problémes mal posés :
ils peuvent avoir plusieurs solutions. Il est nécessaire d’ajouter
des contraintes ou des a priori permettant de choisir un espace
de représentation dans lequel on identifie une solution unique
et pertinente. Depuis quelques années, les représentations par-
cimonieuses connaissent une évolution croissante en traitement
du signal et des images. La parcimonie consiste a reconstruire
un signal en utilisant un petit nombre d’atomes choisis dans un
dictionnaire éventuellement redondant. Une premiere possibi-
lité est de choisir le dictionnaire parmi un ensemble de diction-
naires préexistants en utilisant des fonctions mathématiques
(la transformée en cosinus discrete, la transformée en onde-
lette ...). Néanmoins, le choix du dictionnaire reste crucial et
influence beaucoup la qualité de la décompostion et de la re-
construction obtenues. Une deuxieme possibilité consiste a ap-
prendre un dictionnaire a partir d’un ensemble de signaux de
référence. Plusieurs travaux proposent alors d’apprendre un dic-
tionnaire redondant ou le nombre d’atomes K est supérieur a la
dimension P de I’espace depuis les travaux de [1].

Les méthodes d’optimisation ont beaucoup été explorées. K-
SVD [2] trouve un dictionnaire optimal selon le critere de par-
cimonie retenu pour une image. Certaines méthodes basées sur
K-SVD [3-5] suggerent une augmentation ou une diminution
de la taille du dictionnaire afin de déterminer automatiquement
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le nombre efficace d’atomes du dictionnaire. L’apprentissage
de dictionnaire en ligne pour la représentation parcimonieuse
a été étudié dans [6] et a été amélioré dans [7] en ajoutant une
étape de mean-shift clustering dans la mise a jour du diction-
naire. Un dictionnaire de taille adaptative est proposé dans [8].
Deux atomes initiaux sont récursivement améliorés visant ainsi
a un compromis entre I’erreur de reconstruction et la parcimo-
nie de la représentation. Dans ces méthodes d’optimisation, la
parcimonie est typiquement favorisée par une pénalité LO ou
L1 sur I’ensemble des ceefficients de codage.

L apprentissage de dictionnaire par des approches bayésie-
nnes a été étudié dans une moindre mesure. Une approche de
cette famille est présentée dans [9] en introduisant une loi a
priori Beta-Bernoulli sur le support des représentations pour fa-
voriser la parcimonie. Elle fonctionne avec un nombre d’atomes
fixé malgré sa connexion avec les approches bayésiennes non
paramétriques. Notre contribution appartient aussi a la famille
bayésienne, mais sans fixer a ’avance la taille du dictionnaire
grace a 'utilisation d’une loi a priori nommée Processus du
Buffet Indien (IBP). L’échantillonnage de Gibbs est utilisé pour
inférer le modele. Le niveau de bruit est aussi estimé lors de
I’inférence. Ainsi la méthode est completement non paramétri-
que et le nombre de degrée de liberté (le nombre d’atomes du
dictionnaire) n’est pas fixé a I’avance.

La partie 2 rappelle le principe de I’apprentissage de diction-
naire. La partie 3 présente le modele proposé et le processus
Buffet Indien avant de décrire I’échantillonnage de Gibbs pour
I’inférence. La partie 4 est consacrée aux résultats expérimen-
taux et a la discussion.



FIGURE 1 — Modele graphique de 'IBP-DL

2 Apprentissage de dictionnaire

En traitement d’image, chaque observation est en général
une imagette (ou patch [10]) de taille pxp (par ex. 8 x8) rangée
dans un vecteur de dimension P=p? (par ex. 64) par ordre lexi-
cographique. Soit Y = [y, ...,yn] € RP*Y 1’ensemble des
N patches extraits d’une image ou famille d’images. L’ appren-
tissage de dictionnaire revient a factoriser la matrice des obser-
vations sous la forme du produit de deux matrices :

Y =DW +e¢ ey

ouD = (dy,...,dx) € RP*K estle dictionnaire de K atomes,
la matrice des ccefficients est W = [wy, ..., wy| € REXN ¢t
le bruit qui perturbe les données est généralement gaussien iid
de variance o.. Les ccefficients w; encodent la représentation
parcimonieuse de chaque observation y;. Le plus souvent dans
la littérature, un dictionnaire de X = 256 ou 512 atomes est
appris [2,9, 10].

On peut aborder la question comme un probléme d’optimi-
sation jointe ou la parcimonie est typiquement imposée par une
pénalité LO ou L1 (d’autres formulations sont possibles) :

. 1
(D, W) = argminp, w, §HY ~DW[3+ AW 2

Différentes méthodes d’optimisation alternée entre D et W ont
été proposées pour résoudre ce probleme [10]. Il est a noter que
le choix du parametre de régularisation \ en fonction du niveau
de bruit o est important.

Dans le cadre bayésien, le probleme s’écrit typiquement sous
la forme d’une loi a posteriori :

p(D7WaO—€ ‘ Y) OCP(Y | Dvwng)p(D7W7J€) (3)

La vraisemblance p(Y | D, W, o) est construite conformé-
ment au modele (1) tandis que la loi a priori p(D, W, o¢)
permet de régulariser le probleme. En utilisant par exemple
I’échantillonnage de Gibbs pour I’inférence, le probleme peut
étre résolu en échanti- llonnant alternativement :

p(W |Y,D,0.) xp(Y | D,W,0.)p(W) @)
p(D|Y,W,0.) xp(Y | D,W,0o.)p(D) 5)
p(UE | Yvwaae) (Xp(Y ‘ Dvwaae)p(as) (6)
Dans le cadre bayésien paramétrique, la taille du dictionnaire
doit étre fixée avant d’inférer les parametres du modele. Dans la
suite, nous proposons une méthode d’apprentissage sans fixer

la taille du dictionnaire a ’avance en utilisant une loi a priori
bayésienne non paramétrique [11].
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FIGURE 2 — Barbara, 0.=40 : Dictionnaire de I'IBP-DL

3 Approche proposée : IBP-DL

L’acronyme IBP-DL signifie Indian Buffet Process for Dic-
tionary Learning. Afin de prendre en compte la question du
choix du nombre de degrées de liberté (la taille du diction-
naire), nous proposons une approche Bayésienne non paramé-
trique (BNP). Le processus Buffet Indien (IBP) [11,12] est pro-
posé comme loi a priori BNP sur le support de représentation.
La matrice binaire Z ci-dessous contrdle ce support.

3.1 Modele : IBP-DL

La figure 1 montre le modele graphique de I'IBP-DL qui
peut étre décrit par :

yi = Dw;+¢g,VI<i<N (7
d, ~ N(0,P7'p),VkeN (8)
w;, = z;08,V1<i<N ©)]
Z ~ IBP(a) (10)
si ~ N(0,6%1g),V1<i<N (11)
ei ~ N(0,021p),V1<i< N (12)

ot M (e, X) est la distribution Gaussienne d’espérance p et
de covariance X, dj représente I’atome k de D, © est le pro-
duit matriciel de Hadamard, I représente une matrice identité.
Le parcimonie de W est induite par celle de la matrice bi-
naire Z grace a I’a priori IBP (voir paragraphe suivant). Sauf
pour o2, qui est fixée a 1/P, les lois a priori conjuguées sont
utilisées pour les parametres @ = (0%,02, «) : distributions
Gamma Inverse pour les variances avec de faibles hyperpa-
ramétres (co=dg=eo=fp=10"%) dans (18), (19), (20) pour des
hyperpriors non-informatives ; une distribution Gamma est uti-
lisée pour « associé a une loi de Poisson dans I’IBP. Nous sou-
lignons que la variance du bruit o2 est aussi estimée lors de
I’inférence. La figure 2 montre un exemple produit par IBP-
DL pour I’'image Barbara.

3.2 Processus de Buffet Indien (IBP)

La matrice binaire Z est une représentation parcimonieuse
dans un modele a caractéristiques latentes (Latent Features). Si
la donnée i a la caractéristique k alors Z(k,4)=1, (O si non),
notons que chaque donnée peut posseder un ensemble de ca-
ractéristiques. Dans le cas ou le nombre total de caractéristiques
est inconnu, I'IBP permet de définir un a priori sur Z de taille
potentiellement infinie. L’IBP est obtenu a partir d’un proces-
sus de Bernoulli avec une loi a priori conjuguée Beta sur les
parametres. Dans la métaphore du Buffet Indien, chaque client
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(donnée) i choisit d’abord le plat (caractéristique) k avec proba-
bilité my, /i ol my, est le nombre de fois ot le plat k a été choisi
par les clients précédents. Puis, ce client i choisit encore un
nombre ke, ~ Poisson(a/i) de nouveaux plats. Cette étape
permet d’enrichir progressivement le dictionnaire. L'IBP est
caractérisée par une distribution sur les classes d’équivalence
de matrices binaires [12] qui dépend de my le nombre d’ob-
servations utilisant I’atome k, K le nombre d’atomes tels que
my, > 0, le nombre des données N et le parametre a« > 0
de I'IBP. Ce parametre o quantifie le niveau de régularisation
puisque E[K || = alog N. Plus « est petit, plus la régularisation
est forte. En bref, IBP génere des matrices binaires creuses et
potentiellement infinies. En pratique, Z est de taille finie car il
suffit de travailler sur les K, atomes.

3.3 Algorithme pour I’échantillonnage de Gibbs

Cette partie décrit I’échantillonnage de Gibbs de la loi a pos-
teriori p(D, W, 0]Y) (Algo. 1). Le dictionnaire est initiale-
ment vide. Notons que I’ordre de 1’échantillonnage Z-D-S-0
est important a cause de la marginalisation par rapport a D
dans (14) [13]. Dans nos expériences, 9 images (512x512)
sont traitées pour 2 niveaux de bruit 0.=25 et 40. La valeur ini-
tiale de o, est fixée a 20.. Chaque image a 255025 patches de
taille 8 x 8 (soit P=64) avec recouvrement. IBP-DL est entrainé
sur N=16129 patches avec 50% recouvrement. La moyenne de
patches est traitée a part. L’échantillonnage de Z ~ IBP(«a) se
décompose en 2 étapes [11] : 'inférence de Z et I’ajout de nou-
velles lignes pour Z correspond au choix des nouveaux atomes.
1) Mise a jour zi; = Z(k,3). Nous avons p(zy; = 1|Zg,—;) =
my,—i/N avec my, _; le nombre de données utilisant I’atome k
sauf la donnée i. D’apres la regle de Bayes :

p(2i|Y, D, Z,—:,S,0) < p(Y|D, W, 0)p(2i|Z,—:)  (13)

La vraisemblance p(Y|D,Z, S, 0) est facilement calculée a
partir du modele de bruit gaussien. En marginalisant par rap-
port a D, il vient :

p(Y|Z,S,02,0%) =
exp {—r;tr[Y(H - WTMW)YT]}

(14)
(27T)NP/20.£N*K)PO.glewT + %mP/Q

ot M = (WWT 4 5—;]1)’1. Lorque Z(k,:) = 0 Vi, on sup-
D

prime I’atome d, dans D et la ligne Z(k, :).
2) Ajout de nouveaux atomes. Soit k., le nombre de nouveaux
atomes, sa loi a posteriori est

P(knew) < p(Y|D, Z*, S, 0)Poisson(knew, %)
ou Z* est la matrice binaire proposée par la concaténation de
Z et kyjeq lignes fixées a 1 pour la donnée i et O sinon. En
pratique, nous calculons les poids dans (15) pour 0 < kpeq <
K42 Ensuite, une loi multinomiale permet de décider ke, .
On pose Ye=1/02, yp=1/0%, vg=1/c%. L’échantillonnage de
D, W et 0 est fait selon :

(15)

Init. : Z=0, D=0, a=1, 0% = P~ ', 0% =1, 0c, Kjpas=4
Résultats :D € RFXK 7 € {0; 1} K% S € REXFP o,
Pour itération t=1 :T
Z ~ IBP(a)
Pour donnée i=1 :N
Pour atome k=1 :size(Z,1)

‘ Echantillonner Z(k, ) selon (13), (14)
fin
Echantilloner knew de nouveaux atomes (15)
Compléter Z avec ke, lignes
Compléter S avec ke, lignes ~ N(0, 0%)

fin
Pour f=1 :F boucle interne
Pour atome k=1 :size(Z,1)
di ~ N(pap, Ear) (16)
S(k‘,Zk a 0) ~ (,Ufskn
fin
Echantillonner g selon (18)

sk) (A7)

Echantillonner oe selon (19)
fin
Echantillonner « selon (20)

fin

Algorithm 1: Pseudo-algorithme de la méthode IBP-DL.
p(dk|Y7 Za Sv D—k7 0) X N(Eldk ) ll’dk)
N _
pl! Zd = ('VD]I +%e 2 wzzm>

i=

(16)

Ha, = YeXd, Z Wi (yi — Dw; + dpwy;)

i=1

p(ski|Y> D, Z, Sk,*lﬁ 0) X N(Mski’ zski)

_ T -1
S 2 = 1= gy, = (’stk d’;’fr 'YS)

Py = YeXs,di (yi — Dw; + dgsk;)

_ ESM = J%

Zki = 0= fs = 0

(17

N

KN e

wS~g<co+2,do+QZsi si> (18)

N
NP 1
Ve~ G (60 + 5 Jfo+ = 202 Zl lly: — Dw;] ||12> (19)

( ) 1
a~G 1+Zzzzi7>
= 1+ N

Dans le modele proposé, tous les parametres sont échantillonnés,
y compris le parametre o de I'IBP et la variance du bruit 2.

(20)

4 Résultats et discussion

La pertinence d’IBP-DL est illustrée en comparant ses résultats
de débruitage avec les autres méthodes (Tableau 1). La méthode
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Cas 0¢=25 (=~ 20.17dB) Cas 0¢=40 (=~ 16.08dB)
Barbara 29.06 - 116< 120 < 126 26.27 - 52 <59 < 65
29.28] 29.37[ 27.95] 28.96|26.49] 26.65] 25.37] 26.54
Boat 28.92 -87< 91 <95 26.73-39 <43 < 47
29.04[ 29.13[ 28.49[ 28.11 26.85[ 26.93[ 26.38[ 26.12
Cameraman 28.56 - 491< 668 < 846 26.27 - 110 < 120 < 126
28.98] 28.81] 28.09] 26.90[26.57] 26.72] 25.50] 25.45
Fingerprint 26.55 - 46< 47 < 48 23.85-25<30<33
26.61[ 26‘94[ 21.76[ 25.51 24.16[ 24.44[ 19.68[ 23.48
GoldHill 28.79 - 51< 55 < 58 26.95-18<21<25
28.89] 28.97] 28.51] 28.44|27.01] 27.03] 26.80[ 26.49
House 31.55-58< 62 < 64 29.10-25 <27 <30
31.85] 32.12] 30.37] 30.94|29.33] 29.53[ 28.11] 28.29
Lena 31.12-61< 65 < 69 28.79-26 <31 <36
31.21[ 31.29[ 30.44[ 30.50 28.86[ 28.90[ 28.03[ 28.20
Mandrill 24.31 - 192< 214 < 230 22.10-51<63<74
24.36] 24.38] 23.58] 23.53|22.17] 22.26] 21.71] 22.23
Peppers 29.41-117<136 < 148 27.07 - 44 <57 <63
29.60[ 29.71[ 28.35[ 28.27 27.25[ 27.36[ 26.54[ 26.24

TABLE 1 — Résultats de débruitage sur 9 images pour 2 niveaux de
bruit o = 25 et 40. Pour chaque image, les chiffres en gras sont
le PSNR et la taille du dictionnaire issus d’IBP-DL. Ci-dessous, de
gauche a droite : le PSNR utilisant K-SVD avec le nombre d’atomes
déduit d’IBP-DL ; K-SVD avec 256 atomes ; K-SVD avec 256 atomes
appris a partir de I’ensemble réduit (comme IBP-DL) ; NL-means.

de débruitage [14] utilise Orthogonal Matching Pursuit et le
dictionnaire K-SVD !. Les images sont débruitées en utilisant
cette méthode avec les mémes initialisations mais en remplacant
le dictionnaire et le niveau de bruit issus de IBP-DL. IBP-DL
produit de meilleurs résultats que NL-means, une méthode de
référence de débruitage [15]. Ses performances sont au moins
comparables aux méthodes basées sur K-SVD. Le résultat de
débruitage de K-SVD avec le nombre d’atomes proposé par
IBP-DL est similaire a celui de K-SVD avec 256 atomes. No-
tons que IBP-DL propose souvent un dictionnaire de taille K<64
qui n’est pas toujours un dictionnaire redondant mais la perfor-
mance de débruitage reste comparable. Nous remarquons au
passage la sensibilité de K-SVD a I’ensemble d’apprentissage.
Le tableau 1 montre que les résultats de K-SVD entrainé sur
16129 patches comme IBP-DL sont nettement moins bons que
ceux de K-SVD entrainé sur 255025 patches. Nous comparons
aussi nos résultats avec DLENE [8], une méthode récente qui
adapte également la taille du dictionnaire en visant un com-
promis entre ’erreur de reconstruction et la parcimonie. Pour
Barbara avec 0.=25, DLENE donne PSNRp; gng= 28.82 dB
et PSNRgp.p1.=29.06 dB ; pour Peppers PSNRp png=27.27dB
et PSNRgp.p1,.=27.07dB avec 0.=40. En général, 'IBP-DL est
aussi performant que DLENE. Une limite de notre algorithme
est son coflit de calcul dii a I’échantillonnage de Gibbs malgré
I’implémentation d’une version accélérée [16] Un autre type
d’inférence est envisagé pour réduire le temps de calcul. Ce-
pendant notons qu’un résultat essentiel de cette approche est
I’estimation avec une bonne précision du niveau de bruit. L’er-
reur d’estimation varie entre 2%- 14% pour o.=25 et entre
0.2%- 8% pour o.=40. Cette estimation est un résultat essentiel
et rend notre approche non paramétrique.

1. Le code Matlab de R. Rubinstein est disponible a http://www.cs.
technion.ac.il/~ronrubin/software.html

5 Conclusion

Nous proposons ’'une des seules méthodes permettant d’ap-
prendre un dictionnaire de taille adaptative grace a une ap-
proche bayésienne non paramétrique. Cette méthode présente
de plus I’avantage de ne nécessiter pratiquement aucun ajuste-
ment de parametre. Les performances de débruitage d’IBP-DL
illustrent la pertinence des dictionnaires appris.
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