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Parcours personnel

» Turbulence multifractale depuis 1990: atmosphere, océan.

» Motivation actuelle (au sein d’'une station marine): eétude des
couplages physique-biologie - turbulence et plancton.

» Plancton: organisme de I'ordre du mm. Nécessité de tenir compte
des interactions et intermittences existant a micro-échelle.

» Grande gamme d’échelle dans I'océan (facilement 104).

> Applications: analyse de données, “expéeriences numeriques”
(marche aléatoire de copépodes ...), synthese d'image, prédictabilite



Plan

» Survol historique: proprietées fondamentales des
cascades multifractales

» Densification et processus stochastiques log-
infiniment divisibles.

» Une equation stochastique causale et
lognormale et ses propriétes.

» Quelques perspectives.

» F. G. Schmitt, Intermittence et turbulences; analyse de données, validation
de modeles et applications, HDR, Université Paris 6 (2001).

» F. G. Schmitt et D. Marsan, Stochastic equations generating continuous
multiplicative cascades, Eur. Phys. J. B 20, 3-6 (2001).

» F. G. Schmitt, A causal multifractal stochastic equation and its statistical
properties, Eur. Phys. J. B 34, 85-98 (2003).




Turbulence developpee

Caractérisée par :
- grand nombre de Reynolds
- grande variabilité sur grande gamme d’échelle
- systeme dissipatif
- apparence chaotique

- Résolution mathématique de Navier-Stokes : pas
encore possible

- Simulation numérique directe (DNS) de Navier-Stokes:
Re trop petit

- Modeles de type fermeture : ne tiennent pas compte de
I'intermittence

- Approche stochastique «[phenomenologiquel}:
cascades multiplicatives



Cascade de Richardson (1922)

Energie

injection

N

cascade

\

dissipation

We realize that :
big whirls have little whirls
that feed on their velocity,
and little whirls have lesser whirls
and so on to viscosity

-
1/Echelle



Kolmogorov 1941

- Echelles inertielles 1 << 1<< L

* |sotropie locale (homogene; statistiques isotropes)

L : échelle externe

1 : €chelle dissipative

+ Statistiques ne dépendent que de €, |

alors dimensionnellement

ou spectralement :

Ev(k) ~ 82/3k_5/3

<AV} >=<|[V(x+ )= V(x)| >=Ce"*1*"
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Intermittence

- Kolmogorov 1941 : ¢ est une quantite homogene,
presentant une valeur bien définie a petite echelle

- Expérimentalement :
— ¢ est «inevenly distributed?
— Fluctuations «[end to intermittent variationsl}
(Batchelor et Townsend, 1949)



Nouveau modele :
Obukhov, 1962, Kolmogorov, 1962

1
« Obukhov : g,(x)= e(x")dx
! vol(B,) B;I(;)

* Kolmogorov :
- AV, s’exprime en fonction de €, et |
< AVE2 >=< g’ > 7
- €, est une variable aleatoire log-normale

- Génerateur G = log g, 07 =A + ulog L/



Fonctions de structure
et modele log-normal

* Kolmogorov 1941b: < AVE?’ >= —%ef

« Donc en notant
< A‘/gq S ZC(Q)

C(q) : exposant des fonctions de structure

(&0)=0;¢(3)=1)
® On a pour le modele log-normal :

fonction quadratique

C(q)=%—%q(q—3)



Réesultats experimentaux : correlations
de la dissipation

2
Pseudo dissipation : g.=15v(8_u)
0x

E (k) ~ k -*% Gurvich et Zubkovskii, 1963

< g(x)e(x+r) >~1 " Pond et Stewart, 1965

expéerimentalement : 0.2 = u < 0.5
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D’ou la cascade de Yaglom (1966)

| e =T [w..

e(x)

Motivations de Yaglom (étudiant de Kolmogorov):

Statistiques log-normales (K62)

Corrélations spatiales a longue portée
— (Génere de l'intermittence

(fortes fluctuations structurées spatialement)



Proprietes du modele de cascade de
Yaglom (avec relaxation de I’hypothéese LN)

Moments invariants d’echelle :

cel e (%)K(Q) £_2n

K(q) = log, < W >

convexe, non-lineaire (seconde fonction caracteristique --
ou encore fonction generatrice des cumulants)

Conservation K(1) =0 < € > =cCte
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» Corrélations du processus: < g(x)e(x+r) > ~r K@
Yaglom, 1966 1

De facon plus genérale (Cates et Deutsch, 1987): i

< £P(x) & 3(x+r) > ~ A P9 p KpeR@-Kip+a) )

X X+r

comme K(q) non-lineaire, K(p)+K(q) = K(p+9q)
d’ou corrélations généralisées a longue portéee
 Correlations du géenérateur (log du processus):

<y(x)y(x+r)>=C-klogr
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Cadre géenéral d’Obukhov-Kolmogorov
1962, Yaglom 1966

< 8? > (%)K(Q)

<AV >=< 821/3 > (93 < g9

_q9_ x4
éi(q)—3 K(3)
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Modele «Noir et blancZ?

Novikov et Stewart, 1965

Mandelbrot, 1974
Frisch et al., 1978

» 2 valeurs possibles pour W :
Pr(W=0)=1-p
Pr(W=1/8)=p

donne : K(q) = (g-1)c

¢ =-log, B
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Validation expéerimentale,
annees 1960-70

C(q) fourni par 'analyse de données

&(q) =% Kolmogorov 1941 homogene

C(Q)=C+%(l—c) B-modele
C(q)=%(1+%)_%qz log-normal
N ‘ / /
44 / /, %
'////,/ . x
3 ’//;///
Anselmet et al., 1984 : valeurs o /42& '
experimentales «[@ntrel? 3-modele 2

et modele log-normal 1
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Multifractals et cascades
multiplicatives

1983-1985 : apparition simultanée en turbulence et pour
les attracteurs étranges (systemes chaotiques)

f-modele : modele fractal

Autres cascades : infinite de dimensions fractales :
multifractal

C(q) = q/3 - log, < W7 >
differents choix possibles pour W

17



L

- (Grandes deviations et singularites :

L\® 1\
£ = (g) Pr(g=y)= (7) <& >m <%)K<q>

c(y) fonction codimension
K(q) fonction (génératrice) des moments

- Transformation de Legendre (Parisi et Frisch, 1985)

{K (q)=qy—-c(y) {c(y) =qy-K(q)
qg=c'(y) y=K'(q)
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Propriétés générales de K(q) et c(y)

K(qg) convexe, non-lineaire : differentes singularites,
d’ou le terme multifractal

Yy =K'(q)

K(a)

* ¢(y) positive, croissante, convexe.

Conservation : K(1)=0
vy =Cy=KO1)
c(C,) = C, singularité moyenne

c(7)

19



Cascades discretes

Plusieurs modeles construits sur la base du

modele de cascade de Yaglom (hypothese de
lognormalité superflue):

o modele (Schertzer et Lovejoy, 1984)
f modele aleatoire (Benzi et al., 1984)

p modele (Meneveau et Sreenivasan, 1987)

version discréte de modeles continus (log-normal, log-
stable, log-Poisson, etc.)

infinite de variété possible
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Cascades continues

Rapport d’echelle total A = L/1 ;

h=2"devient A= A" ; Afixé, n— donne A,—1

—> g variable aléatoire infiniment divisible

Modeles de cascade log-infiniment divisibles

21



Exemples de modeles
log-infiniment divisibles (LID)

Log-normal (Kolmogorov, 1962; Yaglom, 1966)

log-Gamma (Saito, 1992)

log-Levy (Schertzer et Lovejoy, 1987; Kida, 1991)
terme non-linéaire : algébrique en g~

log-Poisson (She et Levéque, 1994, Dubrulle, 1994;
She et Waymire, 1995)

terme non-linéaire : exponentiel en B4
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HEHH - GRS B P R B B T

Comment construire la densification

- Quelles propriétés dynamiques pour un processus
multifractral?

Recherche de la construction d’un processus
stochastique multifractal log-ID

Néecessite d’'un nouveau formalisme pour la
densification (auparavant, plutot de type «[egle de
constructionl}, assez descriptif...)

23



HEHH - GRS B P R B B T

- Densification et processus stochastiques Schmitt et Marsan (2001) EPJB.

Mesure aleatoire ID

» Mesure aleatoire ID: pour un ensemble A, M(A) est une
variable aleatoire ID, de loi caracterisee par la seconde
fonction caracteristique de réference ¥ (q)

log < e™™ >= m(AW,(q)
» m(A) mesure de controle (déterministe) de A

» on introduit une échelle pour la mesure M(A):
S(M(A))=m(A)

C=AUB, ANB=0 S(M(C))=m(C)=m(A)+m(B)
=S(M(A)+S(M(B)) 24



HEHH - GRS B P R B B T

- Densification et processus stochastiques:::: Schmitt et Marsan (2001) EPJB.

Integrale stochastique ID

» Construction d’une integrale stochastique ID

ff(x)M(dx)=1i_{n§f(a+ib;“)M[a+ib;“,a+(i+1)”;a]

b
» Pour I = f M (dx) Testune loiID de la meme famille que M, et

b
q  M(ax)

S(I) = S( R (dx)) = [ dx=m(A) log<e >=m(A)¥,(q)

b
» Par contre pour [ =ff(x)M(dx) on n’a plus forcéement la meme loi ID:

b
af romeay b | o
a (qui ne se simplifie que
log<e - ‘PO (Qf(x ))dx dans le cas stable) 25
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HEHH - GRS B P R B B T

- Densification et processus stochastiques Schmitt et Marsan (2001) EPJB.

Processus stochastique log-ID
» La densification donne une integrale stochastique log-ID:

A cdh
e (x)=Aexp [ M(CT,DAIO(x))
1

A>>1 Rapport d’échelle (fixe)

D, Dilatation; c constante b
H
Intégration
sur un cone
r 26
x




HEHH - GRS B P R B B T

- Densification et processus stochastiques Schmitt et Marsan (2001) EPJB.

Proprietes multifractles du processus
stochastique log-ID

A
» Moments  <¢ (x)?>= A <exp qu(@, D, 1,(x))>
invariants ! A
d’echelle: 7
— A9 exp qjo(q)f m(%) = AC(‘PO(Q)—‘])
1

» Proprietés de corrélation en
loi de puissance: intersection
de deux cones
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Schmitt (2003) EPJB.

Simplification: passage au cas

log-normal

> Simplification pour les mesures et integrales

stochastiques W (@)=

» Cadre geneérique a partir duquel d’autres modeles ou

le cas général log-ID pourra etre explore

e,(1)=A"%exp|u"? [(t+1-u)""dB(u)

.+ t:tem

A>>1: rapport d’echelle total

* O<u<1: parametre d’intermittence

* B(u): processus Brownien

28




Principe

Integration fractionnaire d’un bruit
blanc...

Rappel: fBm (H): kernel en

Donc ici kernel en (1:".1)-1/2 Generator
correspond a H=0 12 oo 2000 3000 4000 5000
t
€25
i b |
20 7 N
15 - ]

- ... puis exponentiation... : o

J ¥ L v ' LA s . i ! g AT Y ) S M‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 t

29



R R S R R R O R T

Proprietes de I’equation: (1) moments

» Processus stationnaire

» Moments independants du temps:

<g(t)! >= A" < exp(

= T2 exp(

_ )L—qu/Z)\’yqz /2

uq’

t+1-A

du

2 t+1_)\’t+1_u

Schmitt (2003) EPJB.

gu'” f(t +1-u)"*dB(u)

|

q
<g,

S = )LK(CZ)

)>

30




R R S R R R O R T

- Une equation stochastique causale lognormale. Schmitt (2003) EPJB.

Proprietes de I’equation: (2) correlations
du processus

> Corrélations géneralisees  C., (P.q.7)=<¢,(t)"¢; (t+7)" >

> Expression exacte (apres gges lignes de calcul):

2(K(p+q)_[{(p)_K(q))
C. (p.q.7)= AKPHE@ VA=t +A
i s verl

pour 1<<t<<A donne:

K(p+q)  K(p)+K(q)-K(p+q)
C, (p,q,T)=A T

31



R R S R R R O R T

............................................

. Line squation stochastique causale lognormale: Schmitt (2003) EPJB.

Proprietes de I’equation: (3) correlations
du generateur

v, () =loge, ()= %log)» +u'” [(r+1- u)_l/de(u)

t+1-A

C“ (t)=<y,@)y,t+1)>

> Expression exacte (apres gges lignes de calcul):

«/ﬁﬂﬂ)

2
C (t)=[(5logA) +2ulo
7 (7) (2 . ) : g( l++/T+1

pour 1<<t<<A donne:

C, (1)=A, -ulogt -



Simulation numeérique
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T S P BRI TR SR T THH B O

- Une equation stochastigue causale lognormale: Schmitt (2003) EPJB.

Autres proprietes de I’equation: (1)
expression differentielle

> en négligeant un terme en ) ~1/2

de, (1) =u'"¢, (¢) dB(t) + %(l —-W(2))dt

-3/2

W) =u'"” f(t+1-u) dB(u)

t+1-A

34



T S P BRI TR SR T THH B O

- Une equation stochastigue causale lognormale: Schmitt (2003) EPJB.

Autres proprietes de I’equation: (2)
propriete de composition de
semigroupe

> Egalité en distribution (relation exacte): E,(L)=¢,(t)

d
L, ()\'1)\"2)=Et ()"l)Et/Al ()Lz)
» Convolution pour les probabilites 7 ,(x) = Pr(log E.(e")= x)

JU =J'L'p1 JU

P1+P2 P2

» Chapman-Kolmogorov donne la relation de
composition proposée par Castaing
35
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< Une-equation stochastique causale lognormale::::: Schmitt (2003) EPJB.

Autres proprietes de I’equation: (3)
expression differentielle en echelle et
equation de Langevin

p=IlogA y.(p)=loge, (1) vo=v,—-<v,>

> differentielle en échelle

_ / p p
dy,(p) =ue”dB,(e")
» A comparer avec les expressions empiriqUES (Peinke, Cleve&Greiner,

Marcq&Naert...)
dy(p) = D, (p)dp ++/2D,(p)dB(p)

= Certains résultats expérimentaux sont proches, mais:

= différence bare/dressed

= expression uniquement pour cas log-normal

meP<->p 36




- :Une equation Stochastigue causale lognormale Schmitt (2003) EPJB.

Autres developpements: produit
continu stochastique

» Densification naturelle du produit discret: produit

continu
» Cadre: produit continu stochastique ou encore

martingales continues (Mckean, Ibero, Doleans-Dade...)
b n-1
. . b— . b_
ﬂaN(dx) = ’lgnnN([a +124 a4+ (I + 1)7“])
i=0

N(A) = eM(A) Fonction d’ensemble multiplicative aléatoire

» possibilite d’introduire des zeros
» passage possible au multi-dimensionnel (tensoriel)

g (n=1"" N exp(u’(t +1-u)"” dB(w))

t+1-A
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Developpements et applications

(souhaitables mais non encore entreprises...

» Cas multidimensionnel: turbulence vectorielle; couplages vitesse-
scalaire.

» Equations stochastiques pour champs multiaffine (ex: champ de
vent, finance, etc.).

» Exploiter concretement sur les données les propriétés de
predictabilite de ces equations.
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